.BAB 111
MATRIKS KEKAKUAN DAN GAYA JEPIT UJUNG

BATANG TAK PRISMATIS

3.1. Umum

Permasalahan utama pada tugas akhir ini adalah menurunkan matriks
kekakuan batang tak prismatis yang akan digunakan pada portal bidang dan
penurunan formulasi gaya jepit ujung batang untuk batang tak prismatis. Matriks
kekakuan pada portal bidang dibentuk dari penurunan dua jenis matriks kekakuan,
yaitu dari elemen aksial yang mengalami translasi searah sumbu X, dan dari
elemen geser dan lentur yang memiliki dua perpindahan yaitu translasi searah
sumbu Y dan rotasi terhadap sumbu Z. Selain itu diperlukan persamaan untuk
menghampiri lebar dan tinggi batang tak prismatis, yang pada tugas akhir ini
dihampiri menggunakan persamaan polinomial. Sedangkan untuk penurunan

formulasi gaya jepit ujung digunakan penerapan metode kolom analogi.

3.2. Rumus Umum Lebar Batang Tak Prismatis

Langkah pertama untuk mendapatkan matriks kekakuan adalah mencari
rumus umum lebar batang tak prismatis b yang dapat dilihat pada gambar 3.1.
Rumus umum b = b(x) dihampiri dengan persamaan polinomial b ~d + e x + fx’,
yang tergantung pada variabel lebar batang pada wjung i (), lebar batang pada
ujung ; (b,), lebar batang pada tengah-tengah batang (b;) dan panjang batang (Z).

Rumus umum lebar batang tak prismatis adalah
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b=d+ex+fx

Konstanta d, e dan f harus dicari menggunakan syarat batas :

bl

Gambar 3.1 Pemodelan Lebar Batang tak Prismatis

Padax =0 —> b=b;>d=b;

Padax=%L — b=d+%el+ U%fL*
bs=bl+Y%el+ ¥%fI?

Padax =1 - b2:b1+eL+fL2

Sistem persamaan simultan (3-3) dan (3-4) memberikan :

po20bib,m2b) 3k -b,+4b,

r L

Sehingga didapat persamaan umum untuk tinggi :

L =3b=b,+4b,  2(b+b,~2by) ,

b=h 7 P

Jika :u=2(b1+b2—2b3)

Maka: -3 b;— b, + 4b3:—(2b1+2b2—4b3+b1—b2):—(bI—b2+u)

Jika:v=(b;— b+ u

(3-1)

(3-2)

(3-3)

(34)

(3-5)

(3-6)

(3-7)

(3-8)
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maka persamaan umum untuk lebar menjadi :

2
b=b —v%wz—z (3-9)

3.3. Rumus Umum Tinggi Batang Tak Prismatis

Setelah mendapatkan rumus umum untuk lebar batang tak prismatis,
langkah berikutnya adalam mencari suatu rumus umum finggi batang tak
prismatis atau % yang dapat dilihat pada gambar 3.2. Rumus umum % = A(x)
dihampiri menggunakan persamaan polinomial % sa+ bx+oe x°, yang
tergantung pada variabel tinggi batang pada ujung ; (%;), tinggi batang pada ujung
k (hy), tinggi batang pada tengah-tengah batang (/;) dan panjang batang (1).

1/2L 1/2L 1/2L 121 1/2L 121

Gambar 3.2 Pemodelan Tinggi Batang tak Prismatis

Rumus umum tinggi batang tak prismatis adalah
h=a-+bx+ex’ (3-10)
Konstanta a, b dan ¢ dari persamaan (3-9) dicari menggunakan syarat batas :

Padax =0 — h=h;—>a=h (3-11)

Padax—=%1 — h=a+%blL+%cl?



hs=hl+%bL+ Y%cl?

Padax = L > hy=h+bL+cl?

Sistem persamaan simultan (3-11) dan (3-12) memberikan :

L2k =2k 3=kt 4k,

A L
Sehingga didapat persamaan umum untuk tinggi :

 =3h -k +4h,  2(h +h,~2h) ,

h=
& L I

Jika p :2(]’11 + hg—2h3)

Maka:—3h;—h2+4h3=—(2h;+2h2—4h3 Atz h]-hg):—(h]—hg+p)

Jika:q =(h;—hy+p)

maka persamaan umum untuk tinggi menjadi :

2
X

X
h=h—g=+p=—
7 qL pL2

I=112.b. K

2
W=h’ —3h12q%+(3h1q2 +3ph12)z—2—(q3 +6ph,g)

(3pq"+3p2/11)§~3p2q;7j+p32—z
Misal : 4 = h13
B = -3h’q
C = 3hjqz+3ph12
D=—q+6phq

3
X
_3_+
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(3-12)

(3-13)

(3-14)

(3-15)

(3-16)

(3-17)

(3-18)

(3-19)
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E=3pg+3p°n
F=-3pq
G=p (3-20)

Maka persamaan umumnya menjadi :

2 3 4 5 6
B=A+BX+cZ +pE +EZ +F 1 +GE 3-21
A AT LT

3.4. Matriks Kekakuan Batang Aksial

Model elemen aksial bisa dilihat pada gambar 3.3 di bawah ini :
A Y

(Gambar 3.3 Elemen Aksial

Matriks kekakuan elemen adalah :
el = [[[ B [£][Blavol (3-22)

Pilih asumsi perpindahan :
U=a;+axx (3-23)

Bila dinyatakan dalam notasi matriks, persamaan (3-22) menjadi :

Y= x]{af} (3-24)

a,

: 5 UNIVERSITAS ATMA JAYA YOGYAKARTA
YNNI
Tckaile Sipil
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! Konstanta a; dan a, dicari menggunakan syarat batas di titik 1 dagy 2 sebagai

berikut :
tittk 1:x=0 U=U;
Uy =a; —»a; =10/
titkk2:x=1L U=101,
U,=U+a;L 3a,=(U;~-Uy/L

Dalam notasi matriks :

s 1)

T Substitusi persamaan (3-26) ke persamaan (3-23) diperoleh

{U}:[j x][_l zjl{gi}
{U}=[1—% ﬂ{g:}

Untuk elemen aksial :

b

e

2

=

(]

=
[ S
1l

|

~ o~
| ~
1

(3-25)

(3-26)

(3-27)

(3-28)

(3-29)

(3-30)

(3-31)
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dvol=A.dv=b.h.dx (3-32)

[k], = [[B] E[B]4ax

EX1 -1 St 15 B o
=Zz—j B 1} bl—vz+uF]lihl—q—L—+pF}dx (3-33)
oL L

i 73 2T X x*
k.l =—I1b—v—+u— —g—+p—idx
[ 11]1 L2 !{: 1 L Lz_LhJ qL pL2

= —|bn - Lq+1p)-sh - tg+ L p)rulih - Lg+1p)]

N [kzz]a = _[km]; = _[k21]1

3.5. Matriks Kekakuan Elemen Lentur

Model batang lentur dapat dilihat pada gambar 3.4 di bawah ini :

Ay

Gambar 3.4 Batang Lentur

Pérsamaan umum matriks kekakuan adalah

[e] = {{{ BT [E][Blavor (3-34)
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Pada masalah elemen lentur dipilih asumsi perpindahan :
2 3
vV=ar+ax+Ta3x Fagx

O=dV/dc=ay+ 2azx + 3asx’ (3-34)

Dalam notasi matriks :
i
v ey | la
bl 7o el
a,
Konstanta a; sampai a4 dicari menggunakan syarat batas di titik 1 dan 2 sebagai
berikut :
dix=0->v,=q
6 =a;
dix=L—ov, =aj+ayL+a;L2+a,L°=vi+ QL +a;L° +a, L’
& =ar+2a;L+3a,1° =6, +2a;L + 3a, I’
3v;-3v-36 L  =3a;1°+3a,I’

&L—6L —2a; 1%+ 3a,1° —

as=(-3v;—26,L + 3v,— & 1)/L*

as=(2vi+ G L-2v;+ 6,1) /I’

1 0 0 0
Q v
0 1 0 0
“l_=3 -2 3 -1))% (3-36)
a, 7 L 2L,
a| |2 L 2 11lg
WA A S
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Régangan pada elemen lentur adalah

a, Yy
2 0
e=9 _2a,46a,9=[0 0 2 6:){°} > E}=[B]]""
dx’ d: V2
a, 0,
Sehingga
P BCREE S I
NG BB RE B
Pada elemen lentur
dvol =1 . dx Jr

sehingga persamaan kekakuan menjadi

Ly ——+— I
h LT[ 6 12x 4 6x 6 12x 2 6x]1,,
[k]_Ej s bidx

Nilai dari masing-masing komponen persamaan kekakuan adalah

2 2 2 3 4 5 6
k.l = Ef 144x PSR RS PRUNE IS I ) A C A DI A E 4 F G i
ky T R A L I oo

BI(36 — 72 + 48)+ Bh1(18 — 48 +36)+ C.b1(12 — 36 + 28,8)+

¥y



144 144

Db1(9-288+24)+ Ebl(7 2C 24+ 7) Fb1(6 - 18) +

Gb](?—lsﬂé) Av(18—48+36)- Bv(12-36+28.8)-

Cv(9-2838+24)- Dv(72 24+ 1‘;“) E. (6—# 18)—

F. V(3—76-—18+16j GM(4,5-16+14,4)+ Au(12—36+288) +

144 144

Bu(9 - 288+24)+Cu[72 24——7—) +D. (6—-—7— 18)

E.u(g_/g—18+16)+F.u(4,5—16+14,4)+G. (4 14,4 + 11414H

[11]2"

{

26,4

-—[ (12A+6B+486+42D+—7—E 2741~ 272G)

ge.4 2—4E +2F +2 9GJ
7 7
(4 84+42B+ #C 24 %gE 29F + 219T6GH

= [kss ]2 > "[ku ]2 = _[kﬂ ]2

1=l

E

2 2 3
2 84 Tx )1 b-vz+u_ ) A+BE+C+DZ+EL
L L L I

L L ji2 r

i [451(24 - 42 +24)+ BbI(12 ~28 +18)+ ChI(8 - 21+14.4)+

72 84

D6 -16,8+12)+ Ebl(4 814 +7)+ Fb1(4—7+9J

Gb

1(27_4—10 5 |-8) Av(12-28+18)- BV(8-21+14,4)-

30

(3-38)

4
X

+F

X

5

r

&
+G%Jd
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Cv(6-168+12)- Dv(48 14+ 72) E,v(4_%+9)_

Fv(%—lousJ Gv(3——89i+7 2j+ Au(8-21+14,4)+

Bu(6-16,8+12)+ C.u(4,8 ~14+

Eu %—10,5+8J+F.u(3~ﬁ+7,2)+6.u §—8,4+—73
f 9 9 11

7.6 6.5
= b1 + = -
ok = o o Sper+820)
v( ¢ D+FE+ 6,5 + B )+
7
u 1,4A+1,ZB+—7£C+D+6’5 7—8F §0—llG
7 9 99
= [kzx ]2 = _[kza ]2 = —[ksz ]2 (3-39)
L 2 2 3 4 5
_[12 S0sapidinldel,, %l opptopelingp® gl £ X
0 L L 12 N/, L L I? r iy L

~

2
7

e [451(12-30+24)+ Bb1(6 20 +18)+ ChI(4—15+14,4)+

DAI(3-12+12)+ E.bl(2 4-10 +77—2)+Fbl(2 -67—0+9)

G. b](
7

B 54 8) Av(6-20+18)- Bv(4-15+14,4)- C¥v(3-12+12)-

Dv(24 10+172—)—E (2—%9+9) Fv(%—75+8) Gv(lS—%’—+72

+G

J

6

_)dx

L6
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Au(4-15+14,4)+ Bu(3-12 +12)+C.u(2,4—10+§)+D. (2 —%9)

Eu 2-7,5+8 +F.u(1,5—~62+7,2 +G.u l-2——6 72
7 9 9 11

k], = —5] b1 64+4B+34C+3D+ 28 1y 13953
y 7 Pttt

18,8 17 15,5 183
V) . P —FE+ + -
7 7 7 9

34A+3B+§§C 17D ]55E+18’3F+186G
7 7 7 9 99

' {ku ]z = —{kﬂ ]2 ~ _{kﬂ ]2 (3-40)

L 2 2 3 4 5 6
_f E—& 36f L b - +u— A+B +C—+D—+E—+F—+G - dx
° 12 r r r L

- T%[A,bl(m ~24+12)+ Bb1(8~16+9)+ C.bl(? ~12+ 7,2) +D.b1(4-9,6 +6)+

Ebl(32 8+i76—]+Fbl[§—%8- 45) Gbl(§—6+4] Av(8-16+9)-

Bv(l—??—l2+72) C.v(4—9,6+6)-D.v(32 8+§7§} Ev(g—%§+45)
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F.v(? —6+ 4] - G.v(z - f; + 3,6) + A.u[l—;— ~12+ 7,2) +Bu(4-9,6+6)+

Cu 3,2—8+26— +Du §~£+4,5 +FEu E—6+4 + Fu 2—ﬁ+3,6 +
7 3 7 7 9

G £—4,8+3—6—)
9 11

16

%L - L sl as+B+Xc 104+
121 3

2’4E+—1—3—F+2G -
7 42 7

v(A+%6-B+0,4C+2;4D+£E+2F+2’4G)+

u 1’6A+0,4B+2’4 C+£D+2E+ 2’4F+2f¥—’§G (3-41)
3 7 42 7 9 99

2 It LI

[k24]z = Ef[

o E
12

2 2 2 3 4 5 6
8 36x+36x ! bl—vi+ux—2 A+B§+CX—Z+DX—3+E£4—+F£—+Gx—dx
L L L L L i

{A.bl(fs ~12+12)+ Bb1(4-12+9)+ c.b1[§~ 9+ 7,2] +
DbI(2-7,2+6)+Ebl 1,6—6+§)+F.b1 238 as)ical B 454l
7 3 7 7
8 36
Av(4-12+9)- By S92 ~Cv(2-7.2+6)- Dy 1L6-6+— -
E.v(§—§+4,5)—F.V(§—4,5+4)—G.v(].—4+3,6)]+ A.u£§—9+7,2)+

Bu(2-7,2+6)+ C.u(lﬁ —6+ 379) + D.u(g - ? + 4,5J + Eu[g —45+ 4) +
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Full-4+36)+Gu 8 36438
9 11

=—‘€— bl 2A_+B+239C+0,8D 26E ggF—I-iG
12L 3 35 42 14

A+£§B 0,8C + 26 29E iF+0,6G +
3 35 42 14

u = A+0.8B+ z6—C +2—9—D zE +0,6F + e
3 35 42 14 99

S| - (3-42)

2 2 3 4 5 6
k.. Ej(i—li 36le(bl—v£+ux—2}[A+B rcZ+pX v EL iR vcE de
L L L I

L' 12 r I3 r I

= 2’2 . [A.bl(4— 12+12)+ Bb1(2 - 8+9)+C-bl(g‘6 +7’2)+

DhI1-48+6)+ E.bl(o 84+ %} +F. bl[% - 375 4,5} + G.bl(% -3+ 4) 3

Av(2-8+9)- B.VG’- ~6+ 7,2) ~Cv(1-48+6)- D.V(O 8—4+ %} -

Ev %—ﬁ+4,5 - Fv i~—3+4 -Gv 0,5—%+3,6 + Au i—6+7,2 +
Sl 7 9 3
Bu(l- 48+6)+Cu(08 4+3—76) D.u@~274+45] E.u(%—3+4)+

Fal05-22 36 4G 224438
9 9 11

£ bl 44+ 3B+EC+22D 136E 73F 11(1
121 3 7 42 7
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v 3A+EB+2,2C+13’6D+EE+£F+E£G +
3 7 42 7 9

u 7’6A+2,2B+13’6C+ED+1—1—E+ 12’9F+——130’4 (3-43)
3 7 42 7 9 99

3.6. Matriks Kekakuan Aksial dan Lentur

Matriks kekakuan elemen aksial dan lentur merupakan gabungan dari
matriks kekakuvan yang diturunkan pada sub bab 3.4. dan 3.5., yang dapaf
dinyatakan sebagai

[Sud = 1AL + (k)2

atau
Tl 0 o [kl o 0]
. 13
0 k2l kzz 0 k23 k24
O [T R S IR o
0 kb kel 0 [ [l |
o el Rl 0 fl ]

dengan nilai masing-masing komponen sesuai dengan persamaan (3-32) dan (3-

38) sampai (3-43).

3.7. Penerapan Metode Kolom Analogi untuk Gaya Jepit Ujung Batang

Metode kolom analogi ini sangat berguna dalam analisis fixed beams dan

curved members (arches). Analisis ini menggunakan perhitungan yang serupa
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dengan perhitungan tegangan pada kolom yang memikul kombinasi lenturan dan
tegangan langsung.
3.7.1. Sifat kolom analogi

Yang termasuk sifat-sifat kolom analogi adalah luas elemen, momen
terhadap salah satu titik ujung dan momen inertia terhadap sumbu y. Semua sifat
kolom aneilogi itu harus dihitung untuk mencari momen primer.

Batang tak prismétis yang akan dihitung sifat-sifatnya diselesaikan dengan
membagi batang atau kolom analogi menjadi beberapa segmen yang sama
panjangnya, kemudian dihilung masing-masing luasannya. Daii masing-masing
luasan itu dicari momen terhadap salah satu ujung batang, kemudian momen
inertia pada bagian titik berat segmen diambil sebagai momen inertia yang
mewakili segmen tersebut.

3.7.2. Beban pada kolom analogi

Yang dimaksud beban pada kolom analogi adalah beban total yang bekerja

pada pusat berat' segmen. Setelah diketahui beban pada masing-masing bagian

pusat berat segmen, kemudian dihitung momen terhadap sumbu y.

3.8. Momen Primer Kolom Analogi

Setelah didapat sifat-sifat dan beban dari kolom analogi, maka untuk
momen primer dapat dicari dengan rumus (Ghali, A. dan Neville, A M., 1986, hal
207) -

My (3-45)
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dengan M adalah momen primer, N adalah beban total yang bekerja pada pusat
berat segmen, A adalah luas kolom analogi, My adalah momen terhadap sumbu y,

Iy adalah momen inertia terhadap sumbu y, dan x adalah panjang batang.



